
Colle de mathématiques PTSI1 2022-2023

Colle du 18/01 - Sujet 1
Ensembles applications, limites et analyse

asymptotique

Question de cours. Démontrer l’unicité de la limite.

Exercice 1. La fonction x 7→
(
tan

(
x
2
))tan(x) est-elle prolongeable par continuité ?

Exercice 2. Soient E et F deux ensembles et f : E 7→ F telle que f ◦ f = f .
1. Montrer que si f est bijective, alors f = IdE .
2. Montrer que si f est surjective, alors f = IdE .
3. Montrer que si f est injective, alors f = IdE .
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Question de cours. Enoncer et démontrer le théorème d’encadrement.

Exercice 1. Soient E et F deux ensembles et f : E → F . Montrer que f est injective si et seulement si

∀ (A, B) ∈ P (E) , f (A) ⊆ f (B) ⇒ A ⊆ B.

Exercice 2. Soit f continue sur R telle que lim
x→−∞

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = 1. Montrer que f s’annule au moins
une fois.
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Question de cours. Démontrer que f−1 (A ∩ B) = f−1 (A) ∩ f−1 (B) et que f (A ∪ B) = f(A) ∪ f(B).

Exercice 1. Soit f ∈ C (R,R) telle que f(0) = 1 et lim
x→−∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x).

1. Montrer que f est bornée sur R.
2. Montrer que f admet un maximum global sur R.

Exercice 2. Soient A, F et G trois ensembles, u : E → F et

φ : F (A, E) → F (A, F )
f 7→ u ◦ f

1. Montrer que u est injective si et seulement si φ est injective.
2. Montrer que u est surjective si et seulement si φ est surjective.
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